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読むだけでわかる 
数学再入門 

π  M a t h e m a t i c s  R e v i s i t e d 

    
 

今井 博 著 

微分・積分 演習解答 

∇・pや∇× pは,なぜ発散や 

回転と呼ぶのかを知っていますか? 
 
本書は，微分・積分編の演習問題の解答を中心に，微分・積
分編の内容を，読むだけで，さらによく理解できるようにな
っています．途中で投げ出さず，最後まで，読んでください
ますようお願い致します． 





はじめに 

 

微分？，積分？，それって？ 昔習ったという記憶しかない．なんだっけ？ という読者，

仕事や研究で微分や積分について必要になったが，どんな本で勉強したらよいかわからな

い，という読者のために，また，数学の授業でどうもよく意味が分からないという理工系の

学生のために，懇切丁寧に，手取り足取り？，（ただし，宅配のように，お宅まで出張しま

せんが…（＾÷＾）），分かりやすく説明します． 

さて，微分学や積分学は，主として，高校 3 年の理数系の学生が学ぶ数 III という分野で

詳しく教えられています．議論はあるでしょうけれど，大量の練習問題をやらされながら

も，何のためにこんな式変形を習うのか分からないまま，単位をもらうために頑張った高

校生がほとんどではないでしょうか．理学系・工学系の大学や学科に入っても，「難しいの

だ！」という印象を植え付けるような数学の講義で，うんざりですよね．分かります．とい

うか，実は，これが著者の体験です．そんな高校生や大学生，社会人に読んでもらいたいの

です．いろいろ，苦労したから著者は書きたいと思ったのです． 

本書は，本当に読むだけで良いのです．読むだけでわかるように，書いたつもりです．か

と言って，低レベルではありません．レベルは，高校生の「数 IIB か数 IIIC」程度から大学

１年（教養の必修）で習うあたりです．当然，本書１冊で，微分学・積分学の全ての分野を

詳しく取り上げることは出来ませんし，する気もありませし，数学科を出ていない著者に

は数学の知識や能力に限界があります．ですから，本書では，基礎的な知識を中心にやさし

く説明しようと思います． 

この本の目的は，理学・工学で用いる数学の微分・積分法に関する基礎の習得です（ただ

し，複素関数論は含みません）．本書はそのエッセンスを紹介します．もちろん，ある程度

の数学を読む知識が必要になります．さらに，読んで分からない部分は調べる意欲が重要

です．ここで，何故，英文字などを使うのかという疑問を持っている方に申し上げますと，

それは，いろいろな数の代表を英文字で表すためです．コンピュータのプログラムは，定義

部分の定数を除けば，全て英文字で代表させて書かれています．後から，必要に応じたケー

スごとの具体的な数字を英文字に代入すれば，プログラムで設定した方法で答えが簡単に

得られます．ですから，考え方によっては，数学で，英文字を用いた数式を書くというの

は，コンピュータの「サブルーチン」あるいは「関数」を書いているのと全く同じことなの

です． 

さて，一番大事なのは，最後まで読み切ることです．ここで「読む」とは，数

式の流れを目で見て納得することです．例題は解答を見ないで解ける必要はあり

ません．読むだけで理解できれば結構です．本書では，式の変形は，目で追える

ように，できる限り省略しないようにしています．ふむふむと流れを追ってくだ

さい．本書を読み，さらに詳しい数学へとステップアップして頂けたらと思いま

す．計算で難しそうな場所は，キャラクターが注意点や説明不足を補ってくれま

す．さあ，皆さん！ 早速，スモールワールドにはいっていきましょう！ 

平成 25 年 10 月 

著者 
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第 1 章 演習問題 

1.1 実数 について， のとき を証明せよ．（ヒント： で場合分け）

1.2 図 1.1.2-1のグラフを書く数式を考察せよ．（ヒント：式 1.1.2-6 の と は？） 

1.3 数列 であらわされるフィボナッチ数列の一般項 

を求めよ．また，黄金比（golden ratio）との関連を述べよ． 

1.4 半径 の円に内接するおよび外接する正 多角形の面積 および

を求めよ．その場合， としたときは，面積 および はどのように収束する

か述べよ．（ヒント：題意は円の面積が両方 に収束することを示唆している．以下の 2

つの方法である．三角形の斜辺の長さを とする場合（左 1 図）と第 2 の辺の長さを と

する場合（右 2 図）で，後者は正多角形が半径 の円に外接する場合である． 

 

          (1)                        (2) 

 

 

 

1.5 虚数単位 について， となることをオイラー公式で示せ． 

1.6 複素平面上で，例えば， に を掛けると の位置がどうなるかを， 

実数-座標軸における幾何的な説明をせよ．同様に， をかけた場合を述べよ． 

1.7 自然対数の底 の定義について，式 1.3.4-4 と式 1.3.5-6 を比較して議論せよ． 

1.8 次式を（ で）微分しなさい 

 (1)   (2)                   (3)            (4)  

 (5)    (6) 
 

  (7) 
 

 (8)   (9) 
 

 (10) 
  

（ヒント：  ） 

1.9 式 1.3.5-8 の 2 式   

                      

について，を数学的帰納法で，それぞれ，証明せよ． 
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1.10  を証明せよ 

1.11  を証明せよ 

1.12  を証明せよ． 

1.13  を証明せよ． 

1.14  を証明せよ．（ヒント：例題 1.3.4-1（2）） 

1.15 直交座標から極座標への変換は，           のとき，  

および であることを証明せよ．また， および を求めよ．． 

1.16 に関するラプラシアン を極座標で表すと，次式となることを示せ． 

 

 

1.17 をマクローリン級数展開で 4 項目まで求めよ．ただし，5 項目からは「…」とす

る． 

1.18 のグラフを区間 （ は 0.2 ごと 51 ポイント）で描き， での接線

を描け． 

1.19 単振り子（長さ の紐の先に錘がついているだけの振り子）の周期 は，重力加速を

とする場合，      で与えられる．紐の長さを 1％セントずつ 0％から 100％

まで増加させた場合，紐の長さの伸びに対する周期 の変化をグラフで示せ． 

1.20 ベクトル                ，行列            とする

とき次式を証明せよ．単位ベクトルを 

とせよ． 

1)   

2） 

3） 

4）
 

5）
 

1.21 式 1.6.4-5 の解と式 1.6.4-15 から得られる式 1.6.4-16 の解が同じであることを示せ． 

1.22 について， での接線の傾きが－2 になるときの接   

線と での接線の傾きが 2 になるときの接線との交点の座標を求めよ． 

1.23 つぎの関数
           

について， および で偏微分せよ 

① ②    ③  

1.24  について，  を および で偏微分し，．関数 を消去しなさい． 

（ヒント：                       ） 
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第１章 演習問題解答 

 

1.1      の場合      

例えば，    で，n が 1 から 1000 までのグラフは，  

        

 

 

 

 

 

 

の場合は，      が明らかである． 

の場合は，        

例えば，    で，n が 1 から 1000 までのグラフは， 

     

 

 

 

 

 

 

 

 であり，   で 

 

1.2 図 1.1.2-1のグラフは右の図であった． 

 式 1.1.2-4， を考えたとき，まず，t＝0 とすれば， 

        であることが分かる．上下に振動する正弦波部の部分は，

は t＝0 で 0 であり，式 1.1.2-4 の第 1 項で  

だけが残こる．したがって，仮に，         

としてグラフを描くと題の図と一

致する．例えば，    

だけを増減すれば，図が上下するだ

けであるが，B を変化させると図の 

減衰する様相が変化する． 

従って，答えは       ． 
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1.3 フィボナッチス数列の一般項の求め方は，線形代数学の本では定番として掲載されて 

いる．フィボナッチス数列は， 

        （1） 

  の関係を満たす．すなわち，                     である． 

ここで，式（１）を変形して， 

（2） 

と変形して，さらに，階差数列という数列は，一般に， 

                 （3） 

  と書けるが，この式は，                 

      （4） 

と変形できる．式（2）と式（3）を比較すると， 

      （5） 

である．このとき， 

      （6） 

をフィボナッチス数列，式（2）の特性方程式という．式（6）の解は，勿論， 

 

      （7） 

である．さて，黄金比というのは，幾何的に以下の図の  のことで，この比は最も美

しい比で，国旗の縦横もこの比です．さて，図によれば， 

 

である．この式は， 

     （8） 

となるが，式（8）は式（6）と同じである． 

 

 

ですから， 

 

 

とする．式（3）は漸化式であり，また，式（5）から          であり， 

 

となる．したがって， 

 

 

という一般項が得られる．また，黄金比は，上図のようであれば， 

 

 

である． 
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1.4 内接する n 角形の面積を  および外接する n 角形の面積を  とするとき，  お

よび   を n と半径ｒで表現する．まず，円に内接する三角形の面積  は，図(1)に 

示したように，6 個分の三角形の面積の和として 

 

 

となり，ここでθはπ/3 であるから， 

 

 

と計算できる．次に，  は，8 個分の三角形の面積の和として 

 

 

となり，ここでθはπ/4 であるから， 

 

  

と計算できる．したがって， 

 

 

と計算できるここで，マクローリン展開を用いた sin 関数の定義を用いれば 

 

 

 

 

となる．一方，  は 6 個分の三角形の面積の和として， 

 

 

であり，  は，同様に，8 個分の三角形の面積の和として 

 

 

と書ける．したがって，円に外接する n 角形の面積は， 

 

 

となる．マクローリン展開を用いた tan 関数の定義を用いれば 

 

 

故に，円の面積 S は，n 角形の収束から， 
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1.5 オイラー公式は          であるから，     の範囲内で， 

                    であるから， 

   

1.6      に i をかけると になるとすると， 

であり， 

   -i をかけると  になるとすると 

                              となるので， 

   右図のように i をかけると 90 度左回転し， 

‐i をかけると 90 度右回転する． 

1.7 式 1.3.4-4 と式 1.3.5-6 とは，それぞれ， 

     (1)                  (2) 

 

である．そこで，式（1）について，二項定理を用いると， 

 

 

と置くと， 

 

 

 

 

 

 

となるので， 

 

 

1.8  (1)                                     だから， 

(2)  
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    (6)                     として計算する．         で議論する． 
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である． 

(7)  

 

(8)  

(9)  

(10)  

 

1.9 数学的帰納法で題意を証明する． 

n=1 の場合， 

 

   

n=k の場合に成り立つとする．したがって， 

 

 

n=k+1 の場合， 

 

 

 

 

 

 

n=k+1 の場合も成り立つ. したがって，題意は証明された． 

1.10      は，    と書いて，定義域が       ，値域が     であ 

る場合の値である．このとき，    である．したがって，  

 

 

1.11      は，    と書いて，定義域が     で値域が     である 

  る場合の値である．このとき，    である．したがって 

 

 

1.12      は，    と書いて，定義域が       ，値域が     であ

る場合の値である．このとき，    であるから， 

 

 

  

1.13            は，    と書いて，定義域が     で値域が     である 

   である場合，    であるから， 
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1.14       とおけば，                であり，両辺を微分して 

 

 

1.15                         ｒ＞0 で 

 

   次に，          だから， 

 

      

また，     だから，        

       

 

      である． 

1.16 本文例題 1.5.2.3 の解答には不備がある．実際，例題の解答のような証明を書く本があ

る．しかし，以下に書く証明が一般的である．どちらが正しいか考えてほしい． 

   関数 u をｘとｙの関するとする，すなわち            となる場合，u

のラプラシアンは， 

 

 

  である．このとき， 

 

 

  と計算する．ここで，r について， 

 

  であるから， 

 

 

 

 

である．また，θについて， 

 

 

であるから， 
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したがって， 

 

 

 故に， 

 

 

 

 

 

 

  ここで， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  となる．また， 

 

 

 

 

 

 

 

 

  であるから 
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となり，これを整理すると， 

 

 

  が得られる． 

1.17     に関するマクローリン級数展開は， 

      

である．したがって，この問題では，本来     の 3 階微分まで計算必要である．

すなわち， の微分は，    とすれば， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

となり，  微分は，常に， の累乗がマイナスとなるので，すべての微係数は   の

とき，定義できない．したがって，，本問題の解答は，マクローリン級数展開が成立し

ないので，解はない． 

1.18                  の図 での接線の図 接線の式： 

 

 

 

 

 

 

  

2x

 xf

                  0!0!20!10 )(2 nn fnxfxfxfxf

  xxf 

x   xxf 

  2

1
1

2

1

2

1

2

1

2

1
)(



 xxxxf

  2

3
1

2

1

2

1

4

1

2

1

2

1

2

1 


























 xxxxf

  2

5
1

2

3

2

3

)3(

8

3

2

3

4

1

4

1 



































 xxxxf

  2

7
1

2

5

2

5

)4(

16

15

2

5

8

3

8

3 



































 xxxxf

x x 0x

 100  xey x  12  xey

































2

22

2

sin
cos

sin
sincos

2













u

rr

u

r

u

r

































r

u

rr

u

r

u

r 




2

2

2
2 cos

sinsincos
1

































2

2cos
sin

cos
sincos

2













u

rr

u

r

u

r

2

2

2

2

22

2
2 11
















u

rr

u

rr

u
uu



 

-13- 

1.19 紐の長さ l=100cm, g=9.8m/s2,として，100cm から

0cm まで変化させて計算した振り子の周期の変化を図

に書くと，右図のようになる． 

 

  

1.20  

1)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) 

 

 

 

 

3)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

コメント）定義にもよりますが，ベクトル        の場合，                   

で表す   型の行列になる．と言う定義をここでは使用している． 
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4） 
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1.21 式 1.6.4-15       は式 1.6.4-16                   とする解と同じであるか

と言う問題であり，式 1.6.4-15 の両辺に左から逆行列    を掛ければ式 1.6.4-16 がえら

れるが，ここでは要素で考える．     とすると， 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

ですから，      は，クラーメルの式で式 1.6.4-6 のように求まる．式 1.6.4-16 は， 

              と書けるので，  を求める．    

 

 

 

 

 

 

   

    

 

 

 

 

 

 

となる．したがって，題意は証明された．（ここでは，逆行列の計算法を知っていると考え

ての出題である．） 
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1.22                 について，接線が，仮定により，             であ

るから，      と求まり，与式は，     となる．これは y 切片が C で最小点

が    である y 軸を対称軸とする 2 次関数である．このとき，2 つの接戦の式は，同じ

y 切片を持つ，例えば，            となる．ここで，与式      は，  

   で接するということは，接線      から     と求まる．このとき，2 接

線                の交点は     である．ただし，C は任意の定

数である． 

 因みに   の場合   であり，2 次関数は， 

     となる．この場合，接線は， 

             である（右図参照）． 

 

 

1.23            として，      を求める． 

（1）  
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2.  積分 

 

 

 

 

 

 

積分 
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第 2 章 演習問題 

 

2.1 数字 1 の原始関数を示せ． 

2.2 時間 の関数として，位置 ，速度 ，加速度 が与えられているとき，以下の

①および②の物理的意味を述べよ 

①  ，②  

2.3 指数関数 の原子関数を示せ． 

2.4 不定積分 を求めよ．  

2.5 不定積分 を求めよ．（ヒント： とおく） 

2.6 不定積分 を求めよ． （ヒント： とおく） 

2.7 右図の x（0≦x≦4）のについて，上部から 

 関数①． ，   関数②．  

 関数③． ， 関数④． ，   

である関数の，関数①と関数②の間の面積，関数③と関数④の

間の面積をそれぞれ求め，その和から，式 2.3.2-1 が成立する

ことを確かめよ． 

2.8 置換積分法で，定積分 を求めよ（ヒント： とする） 

2.9 置換積分法で， を解け．（ヒント： とする） 

2.10 不定積分 について変数を置換して求めよ． 

2.11 底面の半径 で高さ の円錐について，(1)全体積，(2)重心，さ

らに，(3)  軸の周りの慣性モーメント をそれぞれ求めよ．（右図を

参照） 

2.12 部分積分法で，定積分 を求めよ．ここで， である． 

2.13 二重積分                    を求めよ． 

2.14 式 に部分積分法を適用することにより次式を示せ． 

   および  
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第 2 章 演習問題解答 

 

2.1  数字１の原始関数   は，1 を積分して得られるので， 

              ここで C は積分定数である， 

解答は   である．ただし，C は任意の定数である． 

注：原始関数を定義から   と答えても良い． 

2.2  ①速度の時間変化を考慮した時刻 t までに動いた距離の積算値 

   ②加速度の時間変化を考慮した時刻 t までの速度の積算値 

2.3  

                            

を用いた例題 1.3.4-1（2）により，         であるから， 

 

            

              

 

であるから， の原始関数は      である．ただし， は積分定数 

 

2.4 定義通り               ただし， は積分定数 

 

2.5 ヒントにより 

 

                             ただし， は積分定数 

2.6     とおけば，    であり， 

 

 

 

 

   を用いると，    とおけば，       であり，  

 

 

 

                  ただし， は積分定数 

 

別解）     とおいて， で微分すれば 

 

 

  となる．この式を用いても良い． 
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2.7 略（高校の問題） 

 

2.8                                    とすれば， 

 

 

ただし， は積分定数 

2.9 2.6 と同じように，         とすれば， 

 

 

ただし， は積分定数 

2.10             と置換すれば， 

 

 

ただし， は積分定数， 

2.11 (1)          である p を考えると p+dp の厚さの円盤は，点 p における半径を Rp とす 

ると        と表せるから，       なので, したがって，z 軸上の， 

点 p における円盤の体積は，   であるから，円錐の体積 V は，次式で求まる． 

 

 

(2) 重心 hG は，（1）の結果を用いて計算する．円錐は z 軸を中心とした回転体である．こ

のとき，重心 hGは z 軸上にある．したがって，点 p における円盤の面積 S(p)および全体

積 V を用いて，重心 hGは， 

 

 

 

 

  と求められ，重心 hGは h の 1/4 の位置である． 

 (3) ここでは z 軸方向の慣性モーメントを求める．「慣性」は英語で「Inertia」なので I を

用いることが多い．ここで，円錐の質量を M とすると，密度 は， 

 

  したがって，p の位置での円盤の質量  (厚さ  ) は,             なので 

 

 

であり，したがって，z 軸方向の慣性モーメントは，微小円盤について 
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なので 

   

 

 

 

2.12                  とすれば，               だから， 

 

 

  

2.13  

 

 

   

別解 

 

 

 

2.14  

 

 

ここで，   ならば     であり， 

 

 

なので， 

  

 

ただし，   の場合は，     であるから，与式は成立しない． 

 さて，δ関数の定義は， 

  

 

であり，これを用いれば， 

 

  

 

 

ただし，   が連続関数である場合に成り立つ．
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3.            微分方程式  

 

 

 

 

 

 

微分方程式 
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演習問題 第 3 章 

 

3.1 を定数とする次の曲線群の直交曲線群を求めよ 

(1)   (2)  

3.2 c を定数とする円群  の直交曲線群を求め，グラフを描け． 

3.3 コーシーの微分方定式： を解け 

3.4 コーシーの微分方定式： を解け 

3.5 式 3.1.11-4 から式 3.1.11-5 を導け． 

3.6 位置ベクルを とするとき，この位置での速度ベクトル を求めよ． 

3.7 ベクトル および について， 

(1） を証明せよ 

(2） を証明せよ 

3.8 ナブラ に関する次式を証明せよ．（ただし， ：スカラー； ：三次元ベクト

ルであるとする） 

(1）  

(2）  

(3）  

(4）
 

(5）
 

3.9 ナブラ に関する上記の 1）～5）の問題を の表現を用いて書き換えよ．

ただし， は と書いてよい． 

3.10 2 つのベクトル および がともに渦が無い場のベクトルならば，すなわち，

および であるならば， の発散は無い，すなわち，      である

ことを証明せよ． 

3.11 偏微分方程式  の一般解を求めよ． 

3.12 偏微分方程式  の一般解を求めよ． 
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第 3 章 演習問題解答 

 

3.1 (1)                         であるから， 

求める直交関数の微分係数は， 

  となる．そこで，        として，定数 c を消去して， 

     

    したがって，直交曲線として双曲線または直交直線の式   

を得る．右図は赤，緑，紫が求める直交曲線の例で，定数 K を     

K を 0，2，4 と変更して描いた． 

(2)  

 

右グラフで黒線は問題の式で，色が付いた 2 の曲線は， 

C を 0，2，5 としたときの解である． 

3.2  

 

 

 

 

 

    となる．これは，与式の円の中心を 

通る任意の直線群である． 

  右図で c を 2，k を 0 と           として， 

7 本の円の直交曲線を描いた． 

3.3 補助方程式が重根を持つ例 1 

140 ページに書かれているように，コーシーの微分方程式はオイラーの微分方程式であ 

り，           について解が得られている． 

与式の微分方程式 とオイラーの方程式と比べると 

 

である．問題の式で     とおくと，補助方程式は， 

 

となり，k に関して重根を持つ．したがって，この場合，解は， 

 

となる．ただし，   は任意の定数．（実際に，上記解を与式に入れて，計算すると，

式が成立することが分かる）ちなみに，    と置いて解く方法もある． 

3.4 補助方程式が重根を持つ例 2  
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140 ページに書かれているように，コーシーの微分方程式はオイラーの微分方程式であ

り，           について解が得られている． 

与式の微分方程式は，         とオイラーの方程式と比べると 

 

である．問題の式で     とおくと，補助方程式は， 

    

となり，k に関して重根を持つ．したがって，この場合，解は， 

   

3.5 略 ヒント）これはリカッチの微分方程式に関する問題である．式 3.1.11-4 とは， 

 

       であり，問題は，この式から， 

 

        を導出問題である．本書にしたがって，計算する． 

3.6 

 

     などなど，どれでも正解 

3.7 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

3.8 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

3.9 略（ヒント： 定義にしたがって計算）  

       参考 

 

 

 

 

 

3.10 3.9 の(5)を用いれば， 

   

  （解答ではゼロ・ベクトル 0とスカラーの 0 の違いを明確に書くこと） 

3.11      ただし，C は任意の定数． 

解き方はいろいろあるがその 1 例を以下に示すラグランジェ法による． 

本文式 3.4.3-9 によれば，独立な変数ηによって， 

  

 

を順に解くと， 
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ここで，    は任意の積分定数．さて，x，y の式から， 

 

 

        （             ） 

は，与式の一般解である．ここで，             ． 

 

3.12       ただし，C は任意の定数． 

 

解き方はいろいろあるがその 1 例を以下に示すラグランジェ法による． 

例えば， 

 

 

まずはここからです． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

は，与式の一般解である．（ここで，   ．）  

 

ちなみに，3.1１や 3.12 に解を入れてみると，与式を満たしていることが分かる． 
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4. 応用 

 

 

 

 

 

 

応用 
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演習問題 第 4 章 

 

4.1 式 4.1.1 のロートの問題で，ロートの出水口の面積が 5 倍になった場合，ロート内の水

がなくなるまでの時間を求めよ．   

4.2 光の速度がそれぞれ ， （ ）である水平に無限広がる上下二層 ， があ

って，それらの境界面 に垂直な断面 を考え，その交線方向を 軸とし， 側を 軸

の正方向とするとき，レーザー光原が 内の点 にあって（ ），

内にある点   にうまく照射するためには 軸上のどの点に向けて照射すればよ

いか．ただし，点 は同じ断面 の中にあり，求める点を として求めよ． 

4.3 や は熱方程式の解であることを示せ． 

4.4 地上から垂直に発射されたロケットが地球から脱出する最小の初速度を求めよ．ただ

し，他の星や山からの万有引力や空気抵抗は無視する． 

（ヒント：地球の半径を とするとき，地球中心から半径方向で の距離に位置する物体

の加速 は， である．） 

4.5 半径 ，密度 の球がある．球の中心を原点として，全質量 を求めよ． 

 

 

4.6 式 4.4.4-20 を変形し，式 4.4.4-21 を導出せよ． 

4.7 を用いて，式 4.4.4-23 および式 4.4.4-24 を導出せよ． 

4.8 式 4.5.4-6 を証明せよ． 

4.9 が波動方程式 の解であることを示せ． 

この はダランベールの解として知られている． 

4.10 のように極座標に変換する場合， 

を極座標で表せ． 

4.11 であることを示せ 

4.12 式 4.6.3-13 から式 4.6.3-20 で表されるフーリエ変換の特性を証明せよ． 
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第 4 章 演習問題解答 

 

4.1 出水口の面積は本書 p.173 で，S としているので，問題での 出水口の面積を S5と 

すると，S5=5S=0.5 であるから，式 4.1.1-10 により，ロート内の水がなくなるまでの時間

は，10 (9.96) 秒である． 

4.2 略 （本書ｐ175 に従って解く．状況を図で描くと， 

右のようになる．ここで，点 R は点 P で光が発光され点  

Q に最小時間で到達するとき，屈折点である．点を      

とするとき，この場合，  

 

 

である を求める問題である．ここで    は が実数

であって，   と言う制限をつけて，光の伝播時間を最小にする が である．）  

4.3 式 4.4.3-8 

 

が熱方程式あるいは熱拡散方程式である．問題は，ベクトル x に対するのではなく x 方

向のみ議論するので， 

 

 

を示せばよい．まず（1）の左辺を U1，右辺を U2とする． 

 

 

 

なので題意は証明された．同様に（2）も証明できる． 

4.4 秒速         ．（軌道に乗せる速度は，秒速 7.907 km） 

（万有引力を考えると，… 

G:万有引力定数  6.7× 10-11 (m3/s2×kg)，地球の質量 M=6× 1024 (kg)，地球の半径 R=6400× 

103(m) を用いる．ヒントから，     であり， 

 

 

であればロケットが戻ってこない．したがって， 
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ちなみに，11.2（km/s）は第二宇宙速度と呼ばれる．第二と言うくらいだから，第一宇宙

速度があるはず．第一宇宙速度は，7.9（km/s）は，地面（海面）スレスレの高度で地球を

周り続ける（地上に落下しない）ために必要な初速度で，計算することができる． 

4.5 簡単には，          

 

 

とすれば良い話だが，題意の式で，   として， 

               

 

の式を用いるとき，P が定数として積分してみると， 

 

 

 

 

 

 

 

 となるので，実は，P=1 でよかった． 

4.6 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

4.7 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

4.8 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 
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4.10              とは，                   という 
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と表すとき， 
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となるので， 

 

 

 

 

 

と求まる． 

次に 

 

 

  とすると， 

 

 

 

 

 

となるので，上記 2 式を用いると， 

 

 

 

4.11 

 

 

 

 この場合，不定積分に積分定数が内在しているので，あえて積分定数を書く必要はない 
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4.12  

1）線形性 

 

 

 

 

2）対称性 

  本書の式 4.6.3-7 により，             ここで，    とすれば， 

 

 

さらに，       とすると，  

 

 

3）時間伸縮性 

         とすれば， 

 

 

の場合には変数変換したときに積分範囲の正負が反転するので， 

    として計算すると分かるように，最終的に，次式となる： 

 

 

4）時間推移性 

 

 

                

5）周波数推移性 

 

 

 

6）時間微分 
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7）周波数微分 

 

 

 

 

8）共役性 共役を＊で表すと， 
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4.13 

5. 数値解析法 

 

 

 

 

 

 

数値解析法 
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演習問題 第 5 章 

 

5.1 オイラー・コーシー法により，以下の微分方程式の近似解を まで求めよ．また，

微分方程式を解析的に解いて，近似値と関数値との比較表を作成せよ． 

(1)              である微分方程式 

(2)               である微分方程式 

(3)                である微分方程式 

5.2 ニュートン法により，式 5.1-4：，の実根を，式 5.1-5： ，を用いて，

まで計算し，実根の近似値を求めよ． 

5.3 ルンゲ・クッタ法により， ， である微分方程式を として，解

析的に解いて，近似値と関数値との比較表を作成せよ． 

5.4 FEM と BEM の原理を調べ，その違いを明確にせよ． 

5.5 カルマン・フィルターの原理を調べ，事例を考えよ．

10n

  13 2  xxf

5n
21 yy    00 y 1.0h

  1.0,10,  hyyy

  2.0,10,  hyyxy

  1.0,10,1 2  hyyy
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第 5 章 演習問題解答 

5.1 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

5.2 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

5.3 略（ヒント： 定義にしたがって計算） 

5.4 （解答例：FEM（Finite Element Method）は有限要素法と呼ばれ，偏微分方程式 （PDE） 

の定義域の近似解を求めるときに使用する数値的解法で, 節点と要素を用いて，時間

経過とともに変化する複雑な領域の偏微分方程式を解くのに非常に有効である．有限

要素解析 FEA（Finite Element Analysis）は同じ方法でである．FEM では，解を近似的

に表す基底関数を作ることに時間を要する．一方，BEM（Boundary Element Method）

は，境界要素法と呼ばれ，有限要素法と同様に節点と要素を用いるが，線形偏微分方

程式を定式化した積分方程式を解く数値的解法で，その名のとおり，対象領域に関し

て，偏微分方程式によって定義された領域のすべての値を求めるのではなく，与えら

れた境界条件を用いて境界値を積分方程式で近似することに用いられる．このように，

FEM と BEM は，同様に，接点と要素を用いるが，FEM では内部構造をも解析するの

で BEM より時間がかかり，BEM では境界のみを解析するので FEM より時間がかか

らない．） 

 

5.5 （解答例：カルマンフィルタ(Kalman filter) は，複数の不確実な情報が含まれると考 

えられる観測値から，時間変化を伴う動的システムのより正確な情報を推定すること

を目的を推定あるいは制御するための，無限インパルス応答フィルタの一種である．

すなわち，カルマンフィルタは，システム（系）の現在の状態観測値と 1 ステップ前

の状態推定値のみから（モデルが制御入力を受ける場合には，現在の入力値も用いて），

現在の状態推定値（フィルタ後の推定値）と 1 ステップ先の状態推定値（1 段推定値）

を求める反復推定型フィルタである．例えば，ローパスフィルタなどの多くのフィル

タが周波数領域で設計され，時間領域へ変換されて実演される中で，カルマンフィル

タは時間領域でのみ設計されたフィルタで，その意味で特異な存在である．カルマン

フィルタは基本的に線形フィルタであり，入力値の全ても含めてを用いた線形結合の

形で表現される．反復推定との対応関係は 1 ステップ前の状態推定値が 1 ステップ

前までの全ての観測値（入力値も含め）の情報を線形結合の形で保有しているという

事実により与えられる．言い換えると，カルマンフィルターは，時間ステップをひと

つ進めるために推定と更新の二つの手続きを行う．予測の手続きでは，前の時刻の推

定状態から，今の時刻の推定状態を計算する．更新では，今の時刻の観測を用いて，

推定値を補正してより正確な状態を推定する．） 

 

 

 

 

https://ja.wikipedia.org/wiki/%E8%A6%B3%E6%B8%AC
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%8B%95%E7%9A%84%E3%82%B7%E3%82%B9%E3%83%86%E3%83%A0
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E7%84%A1%E9%99%90%E3%82%A4%E3%83%B3%E3%83%91%E3%83%AB%E3%82%B9%E5%BF%9C%E7%AD%94
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%AD%E3%83%BC%E3%83%91%E3%82%B9%E3%83%95%E3%82%A3%E3%83%AB%E3%82%BF
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%91%A8%E6%B3%A2%E6%95%B0%E9%A0%98%E5%9F%9F
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E6%99%82%E9%96%93%E9%A0%98%E5%9F%9F
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E6%99%82%E9%96%93%E9%A0%98%E5%9F%9F
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E7%B7%9A%E5%BD%A2%E7%B5%90%E5%90%88


 

-37- 

 いろいろな面で，北海道大学古川准教授にご指導いただきました．ここで感謝のの

意を表します． 
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