
1

第 1章

浸透流の解析方法



2 第 1章 浸透流の解析方法

1.1 3次元の浸透流

3次元帯水層の流れに対する支配偏微分方程式は

Kx
∂2ϕ

∂x2
+ Ky

∂2ϕ

∂y2
+ Kz

∂2ϕ

∂z2
+ Q = λ

∂ϕ

∂t
(1.1)

である．境界条件は既知の値からなり

S1上：ϕ = ϕB （境界上で水頭ϕBが与えられる） (1.2)

S2上：Kx
∂ϕ

∂x
lx + Ky

∂ϕ

∂y
ly + Kz

∂ϕ

∂z
lz + q̄ = 0 または

∂ϕ

∂n
+ q̄ = 0 (1.3)

となる．ここで

Kx,Ky,Kz：x, y, z 軸方向の透水係数

ϕ：ピエゾ水頭

Q：湧水量

q̄：境界から流れ出る水

λ：貯留係数

である．

式 (1.1)を境界条件式 (1.2)，式 (1.3)のもとで解くことは，次式の汎関数を最小にする

ことと等価である．

I =
∫

V

1
2

{
Kx

(
∂ϕ

∂x

)2

+ Ky

(
∂ϕ

∂y

)2

+ Kz

(
∂ϕ

∂z

)2

− 2
(

Q − λ
∂ϕ

∂t

)
ϕ

}
dV +

∫
S

q̄ϕdS

(1.4)

いま，

{g} =


∂ϕ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z

 , {g}T =
{

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂z

}
, [D] =

 Kx 0 0
0 Ky 0
0 0 Kz


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とするとき，式 (1.4)は

I =
∫

V

1
2

[
{g}T [D]{g} − 2

(
Q − λ

∂ϕ

∂t

)
ϕ

]
dV +

∫
S

q̄ϕdS

=
∫

V

1
2
{g}T [D]{g}dV −

∫
V

(
Q − λ

∂ϕ

∂t

)
ϕdV +

∫
S

q̄ϕdS (1.5)

となる．要素内のピエゾ水頭 ϕは次のように表現する．

ϕ(x, y, z, t) = [N(x, y, z)] {Φ(t)} (1.6)

ここで，[N ] は節点の状態量と要素内の状態量を結びつける形状関数マトリックスであ

り，{Φ(t)}は時刻 tにおける要素の節点状態量を示す．

{g}を形状関数マトリックス [N ]で現わすと

{g} =



∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂z


=



∂N1

∂x

∂N2

∂x

∂N3

∂x
· · · · · · ∂Nn

∂x

∂N1

∂y

∂N2

∂y

∂N3

∂y
· · · · · · ∂Nn

∂y

∂N1

∂z

∂N2

∂z

∂N3

∂z
· · · · · · ∂Nn

∂z





Φ1

Φ2

...

...
Φn


(1.7)

=[B]{Φ} (1.8)

であり，式 (1.8)の [B]はひずみ－変位マトリックスである．ピエゾ水頭 ϕを形状関数を
用いて現わすと，

Φ =N1Φ1 + N2Φ2 + N3Φ3 + · · · · · · + NnΦn (1.9)

となる．式 (1.5)の右辺をひずみ－変位マトリックス [B]を用いると，∫
V

1
2
{g}T [D]{g}dV =

∫
V

1
2
{Φ}T [B]T [D][B]{Φ}dV∫

V

(
Q − λ

∂ϕ

∂t

)
ϕdV =

∫
V

QϕdV −
∫

V

λ
∂ϕ

∂t
ϕdV

=
∫

V

Q[N ]{Φ}dV −
∫

V

λ[N ]{Φ}[N ]
∂{Φ}

∂t
dV∫

S

q̄ϕds =
∫

S

q̄[N ]{Φ}ds
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となり，これらの式を式 (1.5)に代入して変形すると

I =
∫

V

1
2
{g}T [B]T [D][B]{Φ}dV −

∫
V

[N ]{Φ}QdV

+
∫

V

λ[N ]{Φ}[N ]
∂{Φ}

∂t
dV +

∫
S

q̄[N ]{Φ}ds (1.10)

となる．式 (1.10)を {Φ}で微分して最小化を求める．
{Φ}T [A]{Φ}を {Φ}で微分すると

∂

∂{Φ}
(
{Φ}T [A]{Φ}

)
= 2[A]{Φ}

であることより，式 (1.10)の右辺第 1項は

∂

∂{Φ}

(∫
V

1
2
{Φ}T [B]T [D][B]{Φ}dV

)
=

∫
V

[B]T [D][B]{Φ}dV

右辺第 2項は
∂

∂{Φ}

(∫
V

[N ]{Φ}QdV

)
=

∫
V

[N ]T QdV

右辺第 3項は

∂

∂{Φ}

(∫
V

λ[N ]{Φ}[N ]
∂{Φ}

∂t
dV

)
=

∫
V

(
λ[N ]T [N ]

∂{Φ}
∂t

+ λ[N ]{Φ}[N ]T
∂

∂t

(
∂{Φ}
∂{Φ}

))
dV

=
∫

V

λ[N ]T [N ]
∂{Φ}

∂t
dV

右辺第 4項は

∂

∂{Φ}

(∫
S

q̄[N ]{Φ}ds

)
=

∫
S

q̄[N ]T ds

よって

∂I

∂{Φ}
=

∫
V

[B]T [D][B]{Φ}dV −
∫

V

[N ]T QdV +
∫

V

λ[N ]T [N ]
∂{Φ}

∂t
dV +

∫
S

q̄[N ]T ds

= 0 (1.11)

となる．以上から求められた式は

[C]
∂{Φ}

∂t
+ [K]{Φ} + {F} = 0 (1.12)
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となる．ただし，

[C] =
∫

V

λ[N ]T [N ]dV (1.13)

[K] =
∫

V

[B]T [D][B]dV (1.14)

{F} =
∫

S

q̄[N ]T ds −
∫

V

[N ]T QdV (1.15)

である．



6 第 1章 浸透流の解析方法

1.2 2次元問題

これまでは 3次元の場合について述べてきましたが，ここからは具体的な三角形一次要

素を用いた 2次元問題について述べる．

式 (1.12)から式 (1.15)を 2次元におきかえると

[C]
∂{Φ}

∂t
+ [K]{Φ} + {F} = 0 (1.16)

[C] =
∫

S

λ[N ]T [N ]ds (1.17)

[K] =
∫

S

[B]T [D][B]ds (1.18)

{F} =
∫

Γ

q̄[N ]T dl −
∫

S

[N ]T Qds (1.19)

となる．ただし

S：三角形要素領域

Γ：要素領域を囲む境界線

である．

式 (1.16)から式 (1.19)において {Φ}が求められ，{Φ}を式 (1.16)に代入することに

より，ピエゾ水頭 {ϕ}が求められる．
また，要素内に流れる速度成分 Vx, Vy は

Vx = −Kx
∂ϕ

∂x

Vy = −Ky
∂ϕ

∂y
(1.20)

より求めることができ，{
Vx

Vy

}
=

[
−Kx 0

0 −Ky

]
[B]{Φ} = −[D][B]{Φ} (1.21)

でもある．

以下，具体的に計算の手順を三角形一次要素で説明をする．

図 1.1の三角形要素において，その中での状態量 ϕを

ϕ = α1 + α2x + α3y



1.2 2次元問題 7

図 1.1

と仮定し，三角形要素の 3節点 (i, j, k)に対する ϕの節点量をスカラー量とし，それぞれ

の値を ϕi, ϕj , ϕk とすると

ϕ =
{

ai + bix + ciy

2S

aj + bjx + cjy

2S

ak + bkx + cky

2S

} ϕi

ϕj

ϕk


= [Ni Nj Nk]

 ϕi

ϕj

ϕk


= [N ]

 ϕi

ϕj

ϕk

 (1.22)

となる．ただし

ai = xjyk − xkyi aj = xkyi − xiyk ak = xiyj − xjyi

bi = yj − yk bj = yk − yi bk = yi − yj

ci = xk − xj cj = xi − xk ck = xj − xi

S は三角形要素の面積

である．式 (1.17)は

[C] =
∫

S

λ[N ]T [N ]ds = λ

∫
S

 N2
i NiNj NiNk

NjNi N2
i NjNk

NkNi NkNj N2
k

 ds (1.23)
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となる．式 (1.23) における積の項の計算は，面積座標に等しいことを利用すると次のよ

うに書くことができる．
Ni = L1 Nj = L2 Nk = L3

したがって，式 (1.23)を面積座標で表すと

[C] = λ

∫
S

 L2
1 L1L2 L1L3

L2L1 L2
2 L2L3

L3L1 L3L2 L2
3

 ds (1.24)

となり，面積座標の面積分の公式∫
S

La
1Lb

2L
c
3ds =

a!b!c!
(a + b + c + 2)!

· 2S (1.25)

から，式 (1.24)を計算すると

[C] =
λS

12

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 (1.26)

∫
Γ

q̄[N ]T dl =
∫

Γ

q̄

 Ni

Nj

Nk

 dl

=
∫

Γ

q̄

 L1

L2

L3

 dl

= q̄

∫ j

i

 L1

L2

0

 dl +
∫ k

j

 0
L2

L3

 dl +
∫ i

k

 L1

0
L3

 dl


=

q

2

 1
1
0

 lij +

 0
1
1

 ljk +

 1
0
1

 lki


となる．ただし lij , ljk, lki は三角形周囲のそれぞれの辺の長さである．

∫
S

Q[N ]T ds =
∫

S

Q

 Ni

Nj

Nk

 ds =
∫

S

Q

 L1

L2

L3

 ds

は，式 (1.25)の面積分の公式から∫
S

Q[N ]T ds =
QS

3

 1
1
1


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となる．したがって，式 (1.19)の {F}は

{F} =
q

2

 1
1
0

 lij +

 0
1
1

 ljk +

 1
0
1

 lki

 − QS

3

 1
1
1

 (1.27)

となる．式 (1.18)の計算について，[B]は式 (1.7)より

[B] =


∂N1

∂x

∂N2

∂x

∂N3

∂x

∂N1

∂y

∂N2

∂y

∂N3

∂y


=

1
2S

[
yj − yk yk − yi yi − yj

xk − xj xj − xi xj − xi

]
=

1
2S

[
bi bj bk

ci cj ck

]

[B]T [D][B] =
1

4S2

 bi ci

bj cj

bk ck

[
kx 0
0 ky

] [
bi bj bk

ci cj ck

]

=
1

4S2

 kxbi kyci

kxbj kycj

kxbk kyck

[
bi bj bk

ci cj ck

]

=
1

4S2

 kxb2
i + kyc2

i kxbibj + kycicj kxbibk + kycick

kxbibj + kycicj kxb2
j + kyc2

j kxbjbk + kycjck

kxbibk + kycick kxbjbk + kycjck kxb2
k + kyc2

k


=

Kx

4S2

 b2
i bibj bibk

bibj b2
j bjbk

bibk bjbk b2
k

 +
Ky

4S2

 c2
i cicj cick

cicj c2
j cjck

cick cjck c2
k


となる．よって

[K] =
∫

S

[B]T [D][B]ds = S[B]T [D][B]

=
Kx

4S

 b2
i bibj bibk

bibj b2
j bjbk

bibk bjbk b2
k

 +
Ky

4S

 c2
i cicj cick

cicj c2
j cjck

cick cjck c2
k

 (1.28)

となり，以上から式 (1.16)は式 (1.26)，式 (1.27)，式 (1.28)を用いてとくことができる．




