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第 1章

数値シュミレーション

1.1 実在現象とモデル化

複雑な実在現象を抽象化して，その現象を支配する本質部分を取り出すことを物理モデ

ル化という．簡単な例として，りんごが木から落ちるという実在現象を考えよう．この現

象は「りんご」という物体にとらわれていては本質はつかめない．なぜなら，りんごでな

くてもみかんであっても石ころであっても落ちるからである．しかし，なんでも落ちるか

というとそうではない．実際，たとえば月は落ちてこないからである．

この場合，身近にある物体なら手にもつことができて，りんごであっても石ころであっ

ても重さを感じる．そこで，個々の物体の種類にとらわれずに，それらが共通にもつ重さ

に注目して，抽象化して「質量」という概念をつくれば，これは上で述べた物理モデル化

を行ったことになる．そして，重い物体は大きな質量をもち，軽い物体は小さな質量をも

つというように決める．ただし，質量と手に感じる重さは似ているが区別する．なぜな

ら，すべての物体を手に持つわけにはいかないこともひとつの理由であるが，同じ物体で

も重さが変化することもあるからである．たとえば水の中で物体を持つと軽く感じる．

さらに，物体が「落ちる」という現象を抽象化して，物体が「引っ張られる」と考える

とする．そうすると，質量をもつ物体は地球に引っ張られると解釈できる．しかし，地球

も物体であるからよく考えると地球だけ特別扱いするのは不自然である．このことから，

「物体が地球に引っ張られる」ということを「すべての物体は引き合う」というように解

釈しなおすことにする．いうまでもなく，これがニュートンが発見した万有引力の法則で

あり，実在現象の見事な抽象化になっている．

一方，このように考えると落ちてこない月には質量がないことになりそうである．しか
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しこの場合，月はりんごとは違って地球のまわりをまわっているという事実を見逃すわけ

にはいかない．たとえば，石ころにひもをつけて手にもってまわすとすると，手は石ころ

に引っ張られ，手を離すと石ころは飛んでいってしまう．月が地球のまわりをまわってい

ながらどこかに飛んでいってしまわないのは，地球が月を引っ張っているためだと考えら

れる．これは，月も地球も質量をもっていてお互い引き合っていると解釈したことを意味

する．このように物理モデル化することにより，いろいろな現象が矛盾なく説明できるこ

とになる．

さて，もう一歩進んで量的なことを議論する場合には上で述べたような定性的な物理モ

デルだけでは不十分である．物理モデルを定量化するためには多くの場合，実験や観測を

行う．その結果，たとえば万有引力の法則は，よく知られているように，「２つの物体に

働く引力 F は２つの物体のもつ質量M，mの積に比例し，２つの物体間の距離 rの２乗

に反比例する」と表現できる．式で表せば，比例定数を Gとしたとき

F =
GMm

r2
(1.1)

となる．この式が万有引力の法則を定量化した物理モデルである．このような定量化さ

れた物理モデルを数学モデルという．なお，力はベクトル量なので，式 (1.1)はより正確

には

F = −GMmr

r3
(1.2)

と表現される (r = |r|)．
ニュートンはさらに運動の法則も発見した．その中で特に重要なのが運動の第２法則

で，物理モデルとして定性的には「物体に力が加わると，その向きに加速度が生じる」と

表現される．この法則を定量化すれば，物体の加速度 aは力 F に比例し，質量mに反比

例すること，すなわち式で表せば
F = kma

となることが知られている．ただし，通常は質量や加速度，力の単位を上式の比例定数 k

が 1になるように選んで，
F = ma (1.3)

という式を用いる．

月の運動を議論する場合には，式 (1.2)と式 (1.3)を組み合わせて

ma = −GMmr

r3
(1.4)
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とする．ここで，M とmは地球および月の質量，r は地球の中心を原点とする位置ベク

トル，aは同じ原点から見た月の加速度である．（地球や月は大きさをもった物体である

が，１つの点とみなすモデル化を行っている）．そこで

a =
d2r

dt2

であることに注意すれば，式 (1.4)は r を未知数とする方程式

d2r

dt2
= −GM

r3
r (1.5)

となる．この方程式は微分を含んだ方程式であり，微分方程式とよばれている．そして，

この微分方程式（ニュートンの運動方程式）を解くことにより rが時間の関数として求ま

り，月の運動が議論できる．

このように，物理モデルを数学モデルにすることにより，定量的な議論が可能になる．

すなわち，いったん数学モデルができてしまえば，あとは数学の問題を解くという作業に

なる．幸い，式 (1.5)は厳密に解くことができて，月が地球をひとつの焦点とする楕円軌

道を描くことがわかる．この考え方は一般的であるため，地球と月だけでなく，太陽のま

わりをまわる惑星の運動にも適用でき，その結果，一見して複雑にみえる惑星の運動が見

事に説明されたことはよく知られた事実である．

月の運動にもどって，より正確な議論を行うことを考える．実は，上に述べた月の運動

の議論では太陽の影響を考えていなかったが，実際は月は地球とともに太陽の影響も受け

る．月から見た場合，太陽は地球に比べて非常に遠いところにあるが，太陽の質量も非常

に大きいためその効果は決して無視できない．その場合も，万有引力の法則とニュートン

の第２法則を用いて運動方程式をたてることができる．

しかし，実はこのようにして得られた方程式は厳密には解けないことが知られている．

ここで，ひとつの壁にぶつかることになる．すなわち，たとえ数学モデルが存在したとし

ても，それが解けなければ多くの場合，役に立たないからである．



4 第 1章 数値シュミレーション

1.2 数値モデル

前節の終わりの部分で例をあげて述べたが，たとえ数学モデルができても，取り扱う現

象が複雑になればなるほどそれから先に進めなくなってくる．しかし，それは多くの場

合，数学モデルが解をもたないといっているのではなく，解を求める手段がないことを意

味する．ここで，現実に必要なのは，たとえば日食が何年何月何日に起きるかといった具

体的な数値であることが多いということに注意する．すなわち，地球や月の軌道が厳密

な式の形で求まっていなくても数値がわかれば実用の役に立てることができる．そこで，

厳密に解が求まらない場合には，数値の形で解を求めることが重要な意味をもつことに

なる．

図 1.1 方程式 (1.6)の解

月の運動とは直接関係しないが，簡単な例として次のような問題を考えてみよう．い

ま，何かを設計していて，ある部分の長さを決めたいとき，数学モデルからその長さは

x2 = cos x (1.6)

の解であることがわかったとする．ふつうの数学の手続きからこの方程式の解を求めるこ

とはできない．しかし，それは解がないのではなく，あくまで求める手段がないといって

いるにすぎない．このことは図に書いてみればはっきりする．すなわち，上の方程式の実

数解は y = x2 と y = cos xの交点なので，図 1.1に示すように２つある．そして，図か

らひとつの解がおおよそ 0.8（もうひとつは-0.8）近くにあることもわかる．もちろん，図
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を正確に描けば描くほど正確な解が求まるが，それには限度があり，手間も大変になる．

そこで，小数点以下何桁も精度が必要であれば別の方法を考える必要がある．

必ずしも最良の方法ではないが，たとえば小数点以下４桁の精度が必要であれば，

x = 0.8からはじめて 0.8001，0.8002というように xを 0.001きざみに増やしながら式

(1.6)に代入するという方法が考えられる．はじめのうちは右辺の方が大きな値をとるが，

正解をとおり越すと今度は左辺の方が大きくなる．したがって，大小関係が変化する境目

(0.8241 · · · )に解があることがわかる．
今述べた例は単純であったが，一般に，数学モデルがあれば，それを用いて強引に答え

を求めることができる．ただし，このような方法で解を得るためには膨大な（無駄とも思

える）計算が必要になるため，昔はあまり役に立つ方法とはいえなかった．しかし，人間

の代わりに計算してくれる機械があれば話は別で，このような目的でコンピュータが考え

出されたともいえる．たとえ数学モデルがどのように複雑であっても，コンピュータで取

り扱える形になおすことができれば，あとは自動的に処理可能になる．そして，このよう

な手続きを数値モデル化とよぶ．コンピュータの性能が飛躍的に伸びた現在では，実在現

象をなるべく精度よく予測するための数値モデル化が非常に重要な位置を占めている．

以上をまとめると実在現象を解析するためには

実在現象→ 物理モデル→ 数学モデル→ 数値モデル (1.7)

という手続きを踏む．そして，特に数値モデルを用いて現象を調べる方法を数値シミュ

レーションとよぶ．

数値シミュレーションは大きく分けると連続型と離散型に分類される．このうち連続型

とは微分方程式に支配される現象を微分方程式を数値的に解くことによって解析する．自

然現象や社会現象は数学モデルとして微分方程式によって記述されることが多いため，こ

の連続型シミュレーションは数値シミュレーションのなかで非常に重要な位置を占める．

本書でとりあげるのは主に流れや熱のシミュレーションであり，この場合には現象は微分

方程式によって記述される．したがって，連続型のシミュレーションになる．

一方，世の中には微分方程式で記述できないような現象も多くある．たとえば，待行列

の問題などがその例で，駅や銀行の窓口の数によってどの程度の待ち時間ができるのかを

決める．この場合，人がくるタイミングは確率に支配され微分方程式で記述するのが困難

になる．また微視的あるいは局所的な規則がわかっているときに系全体でどのような振る

舞いを示すかということを調べたい場合もある．その例としてセル・オートマトン法とい

うシミュレーション法がある．この方法は大ざっぱにいえば調べたい領域を小さなセルに
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わけ，近接セル間での情報交換をある種の演算規則で与える．そして，この演算を数多く

のセルで長時間行って，現実に必要な物理量は平均操作から求める．この方法を用いれば

マクロな領域での支配法則がよくわからなくてもミクロな状況から推定することが可能に

なる．そのため，たとえば流体力学の問題では沸騰（液体とさまざまな大きさの気泡が混

じった流れ）などに応用される．待行列やセル・オートマトン法など微分方程式によらず，

離散的な規則をあてはめてシミュレーションする方法を離散型シミュレーションとよぶ．

前述のとおり本書の主題は連続型のシミュレーションを主に流れや熱の問題を例にとっ

て示す点にある．その理由はこういった現象は身近にあり，われわれにとってなじみ深い

とともに物理学，気象学，海洋学，航空宇宙工学，機械工学，土木工学，化学工学，環境

科学，医学生物学・・・等々，その応用は非常に広範囲にわたるからである．



7

第 2章

微分方程式の数値解法

2.1 微分方程式

はじめに次の形の方程式
du

dt
= f(t, u) (2.1)

を考える．これは微分を含んだ方程式なので微分方程式（微分の階数が１階なので１階微

分方程式）とよばれている．ただし，右辺の f は関数の形が既知であるとする．たとえば

f(t, u) = u + t (2.2)

などがその一例になっている．u は t の関数であるが，関数の形は未知である．式 (2.1)

から uを tの関数として求めることを微分方程式を解くという．f として式 (2.2)を用い

た場合，式 (2.1)のひとつの解は

u = et − t − 1

であることはもとの方程式に代入すれば確かめられる．ひとつの解であるといったのは，

たとえば
u = 2et − t − 1 (2.3)

も解になっているからである．この問題の解は一般には C を任意の定数として

u = Cet − t − 1 (2.4)

と表せる（代入すれば確かめられる）．C の値をひとつに定めるためには，t の値を決め

て，そのときの uの値を指定する必要がある．たとえば t = 0のとき u = 1という条件
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を課せば，式 (2.4)から 1 = C − 1となり，C = 2ということがわかる．すなわち，この

条件を満たす解は式 (2.3)である．このように方程式 (2.1)の解に現れる任意定数を決め

るための条件を初期条件とよんでいる．そして，初期条件を指定して解を求める問題を初

期値問題という．

方程式 (2.1)はみかけは簡単な形をしているが，右辺の関数 f が複雑な関数である場合

には，uを tの関数で表すことは非常に困難になる．たとえば

f(t, u) = (cos eut + sin
√

t log u)t+u

のときには解が求まりそうもない．そのような場合，tの具体的な数値に対して uの具体

的な数値を求めるといった手続きがとられる．このように方程式の解を数値で求める方法

を数値解法とよんでいる．

数値解法で解が求まるためには解がひとつである必要がある．いいかえれば，式 (2.4)

のような任意定数を含んだ解が求まるわけではなく，式 (2.3)のように解がひとつに決

まっている場合に，その式の tに具体的な数値を代入した場合の uの具体的な数値が求ま

ることになる．すなわち，数値解法は初期値問題を解く方法になっている．このとき，t

の数値を多数指定して対応する uの数値を求めて，(t, u)をプロットすれば図 2.1のよう

に解のグラフを描くことができ，解の振る舞いが想像できる．（たとえ uが tの関数とし

て求まったとしても，その関数が複雑であればしばしばグラフに書いて様子を調べる．そ

の場合には tと uの数値の組を得るために，求まった関数に tの数値を代入して再度 uの

値を計算する必要がある．グラフを書くということだけに着目すれば，数値解法は tと u

の数値が直接に求まるという意味で，関数の形で解を求める方法に比べて手間のいらない

方法であるともいえる．）

数値解法にはいろいろな方法があるが，ここではもっとも簡単な方法を紹介することに

する．微分の定義から
du

dt
= lim

∆t→0

u(t + ∆t) − u(t)
∆t

(2.5)

となる．そこで，∆tが十分に小さければ

du

dt
∼ u(t + ∆t) − u(t)

∆t
(2.6)

と近似できる．これは，図 2.2に示すように点Ｐでの接線の傾きを直線ＰＱの傾きで近似

したことに対応する．式 (2.6)を式 (2.1)に代入して整理すれば

u(t + ∆t) = u(t) + ∆tf(t, u(t)) (2.7)
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図 2.1 解のグラフ

となる（正確には等式ではなく近似式を表す）．式 (2.7)は u(t) の値を使って u(t + ∆t)

の値を計算する式とみなせる．

図 2.2 式 (2.6)の意味

ここで，初期条件 u(0)が既知であったことを思い出すと，式 (2.7)を繰り返し用いるこ

とによって
u(0) → u(∆t) → u(2∆t) → u(3∆t) → · · · (2.8)

の順に ∆t刻みに uの数値が計算できることになる．

式 (2.1)の右辺として式 (2.2)を用い，初期条件として u(0) = 1として，さらに∆t = 0.1

と選んだ場合に，具体的に式 (2.8)を計算してみよう．このとき，式 (2.7)は

u(t + ∆t) = u(t) + ∆t(u(t) + t) = (1 + ∆t)u(t) + t∆t
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となるから
u(0.1) = (1 + 0.1)u(0) + 0 × 0.1 = 1.1

u(0.2) = (1 + 0.1) × 1.1 + 0.1 × 0.1 = 1.22

u(0.3) = (1 + 0.1) × 1.22 + 0.2 × 0.1 = 1.362

· · ·

というようにして順に値が計算できる．なお，この場合の正解は式 (2.3)なので，この正

解を用いて u(0.1)，u(0.2)などが計算できる．両方の値の比較を ∆t = 0.1と ∆t = 0.01

について表 2.1と表 2.2に示しておく．

表 2.1 近似解と厳密解（∆t = 0.1）

tの値 近似解 厳密解

0.1 1.100000 1.110342

0.2 1.220000 1.242805

0.3 1.362000 1.399718

0.4 1.528200 1.583649

0.5 1.721020 1.797443

0.6 1.943122 2.044238

0.7 2.197434 2.327506

0.8 2.487178 2.651082

0.9 2.815895 3.019207

1.0 3.187485 3.436564
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表 2.2 近似解と厳密解（∆t = 0.01）

tの値 近似解 厳密解 tの値 近似解 厳密解 tの値 近似解 厳密解

0.01 1.010000 1.010100 0.35 1.483205 1.488135 0.68 2.254444 2.267754

0.02 1.020200 1.020403 0.36 1.501537 1.506659 0.69 2.283789 2.297430

0.03 1.030602 1.030909 0.37 1.520153 1.525469 0.70 2.313527 2.327504

0.04 1.041208 1.041622 0.38 1.539054 1.544569 0.71 2.343662 2.357981

0.05 1.052020 1.052542 0.39 1.558245 1.563961 0.72 2.374198 2.388865

0.06 1.063040 1.063673 0.40 1.577727 1.583649 0.73 2.405140 2.420160

0.07 1.074271 1.075016 0.41 1.597505 1.603635 0.74 2.436492 2.451870

0.08 1.085713 1.086574 0.42 1.617580 1.623923 0.75 2.468257 2.483999

0.09 1.097370 1.098348 0.43 1.637956 1.644515 0.76 2.500439 2.516551

0.10 1.109244 1.110342 0.44 1.658635 1.665414 0.77 2.533044 2.549531

0.11 1.121337 1.122556 0.45 1.679621 1.686624 0.78 2.566074 2.582943

0.12 1.133650 1.134994 0.46 1.700918 1.708148 0.79 2.599535 2.616791

0.13 1.146186 1.147657 0.47 1.722527 1.729988 0.80 2.633430 2.651080

0.14 1.158948 1.160548 0.48 1.744452 1.752148 0.81 2.667764 2.685814

0.15 1.171938 1.173669 0.49 1.766697 1.774632 0.82 2.702542 2.720998

0.16 1.185157 1.187022 0.50 1.789264 1.797442 0.83 2.737767 2.756636

0.17 1.198609 1.200610 0.51 1.812156 1.820582 0.84 2.773445 2.792732

0.18 1.212295 1.214435 0.52 1.835378 1.844055 0.85 2.809579 2.829292

0.19 1.226218 1.228499 0.53 1.858932 1.867864 0.86 2.846175 2.866319

0.20 1.240380 1.242806 0.54 1.882821 1.892013 0.87 2.883237 2.903820

0.21 1.254784 1.257356 0.55 1.907049 1.916505 0.88 2.920769 2.941797

0.22 1.269432 1.272153 0.56 1.931620 1.941344 0.89 2.958777 2.980257

0.23 1.284326 1.287200 0.57 1.956536 1.966533 0.90 2.997265 3.019204

0.24 1.299469 1.302498 0.58 1.981801 1.992076 0.91 3.036237 3.058643

0.25 1.314864 1.318051 0.59 2.007419 2.017976 0.92 3.075700 3.098578

0.26 1.330513 1.333860 0.60 2.033393 2.044237 0.93 3.115657 3.139016

0.27 1.346418 1.349929 0.61 2.059727 2.070862 0.94 3.156113 3.179960

0.28 1.362582 1.366260 0.62 2.086425 2.097855 0.95 3.197074 3.221417

0.29 1.379008 1.382855 0.63 2.113489 2.125220 0.96 3.238545 3.263390

0.30 1.395698 1.399718 0.64 2.140924 2.152961 0.97 3.280530 3.305886

0.31 1.412655 1.416850 0.65 2.168733 2.181081 0.98 3.323036 3.348910

0.32 1.429881 1.434255 0.66 2.196920 2.209584 0.99 3.366066 3.392466

0.33 1.447380 1.451936 0.67 2.225489 2.238474 1.00 3.409627 3.436561

0.34 1.465154 1.469895
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いま述べた数値解法は数値を計算するだけなので，式 (2.1)の右辺がどのように複雑な

式であっても計算可能である．数値解法は近似値が得られるだけであるが，このように非

常に汎用性が高く役に立つ方法であるといえる．

図 2.3 格子分割

以下，記法を簡単にするため，図 2.3に示すように t軸を ∆tごとに区切って，区切り

の点の座標を t0，t1，t2，· · · というように番号づけをする．そして t = tn のときの uの

値を un と書くことにする．すなわち

un = u(tn) (2.9)

とする．このとき tn+1 = tn + ∆t であることに注意すれば，式 (2.7)は t = tn のとき，

簡単に
un+1 = un + ∆tf(tn, un) (2.10)

と書くことができる．このように書けば式（2.10）は数列の漸化式とみなすことができ，

微分方程式 (2.1)の初期値問題は，初項 u0 からはじめてこの数列を使って u1，u2 などを

順次決めることによって解けると解釈できる．

プログラム１はここで述べた方法で，微分方程式 (2.1)を解くプログラムである．F(T,U)

は右辺の関数，T0は時間の初期の値（たとえば 0），U0はそのときの関数の値（初期値），

DTは時間刻み幅（= ∆t），TMAX は計算を終了する時間の値である．また Nは計算終

了までの時間ステップ数をあらわす．そして計算ループは漸化式 (2.10)を計算するため

のものである．
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プログラム １

Option Explicit

Function F(T, U)
F = U + T

End Function

’---------------------------------------------------------------------
’ プログラム １
’---------------------------------------------------------------------
Sub Program()

Dim T0 As Double, U0 As Double, DT As Double, TMAX As Double
Dim T As Double, U As Double, N As Integer, I As Integer

With Worksheets(" 計算データ")
T0 = .Range("_T の初期値").Value
U0 = .Range("_ 未知関数の初期値").Value
DT = .Range("_T の刻み幅").Value
TMAX = .Range("_T の最大値").Value

End With

T = T0
U = U0
N = (TMAX - T0) / DT + DT
With Worksheets(" 結果")

Do Until .Shapes.Count = 0
.Shapes(1).Delete

Loop
.Cells.Delete
For I = 1 To N

U = U + DT * F(T, U)
T = T + DT
.Cells(I, 1).Value = T
.Cells(I, 2).Value = U

Next

Charts.Add
ActiveChart.ChartType = xlXYScatterLines
ActiveChart.HasLegend = False
ActiveChart.SetSourceData .Range(.Cells(1, 1), .Cells(N, 2)), xlColumns
ActiveChart.Location Where:=xlLocationAsObject, Name:=" 結果"

End With

End Sub
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図 2.4 セルの名前

図 2.5 入力データ
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図 2.6 計算結果




