
圧縮性流れ
流速が音速のおよそ 3割を超えると流体の圧縮性の効果が無視できなくなり
ます．このような状況は飛行機まわりの流れなど航空分野の流体力学では普通
に現れます．圧縮性を考慮に入れる場合には基礎方程式に質量保存，運動量保
存，エネルギー保存のすべてが必要になりますが，それに加えて状態方程式な
ど熱力学的関係式も使います．そのため，数学的な解析は非常に困難ですが，
非圧縮性の場合もそうであったように，粘性を無視してよい場合には取り扱い
はかなり簡略化されます．本章では非粘性の圧縮性流れの解析の基礎部分を簡
単に紹介します．

1.1 音波
音はよく知られているように空気の密度（圧力）の高い部分と低い部分が空
気中を伝播する現象です．したがって，もちろん流体力学的な現象ですが，密
度変化を考慮しなければならない点において，非圧縮性の現象とは異なりま
す．一方，音を取り扱う場合には空気の粘性は無視できます．
本節では，静止した流体にわずかに圧力（密度）変動を与えた場合に，それ
がどのように伝わるかを考えてみます．ただし，簡単のためその変動は 1方向
（x方向）にのみ伝わるとします．
基礎方程式は密度変化まで考慮した連続の式

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0 (1.1)

および，完全流体に対するオイラー方程式
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
(1.2)
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になります．ただし，ະ知数は ρ，u，pの 3ͭあるため，このままでは方程式
はด͡まͤん．そこで，圧力と密度のؒに

p = f(ρ) (1.3)

という状態方程式をԾఆします（όϩτϩϐʔ流ମ）．たとえば，流体が気体
で，அ熱変化する場合には

p = kργ (1.4)

という関係があるため，式 (1.3)のಛघな場合になっています．ただし k はਖ਼
のఆ数であり，また γ はఆ圧ൺ೤をఆੵൺ೤で割った量（ൺ೤ൺ）で 分ࢠݪ2
の気体ではࢠ 1.4の஋をもちます．
静止状態からのずれを໰୊にするため，u，p，ρは

u = u′, p = p0 + p′, ρ = ρ0 + ρ′ (1.5)

とॻくことができます．ただし p0，ρ0 は静止状態の圧力と密度であり，また
μογϡのͭいた量はඍখな量であり，これらの量どうしのੵは 0とみなͤる
ものとします．
式 (1.5)を式 (1.1)，(1.2)に୅入してμογϡがͭいた߲どうしのੵの߲を

高࣍のඍখ量として無視すれば
∂ρ′

∂t
+ ρ0

∂u′

∂x
= 0 (1.6)

∂u′

∂t
= − 1

ρ0

∂p′

∂x
(1.7)

となります．一方，式 (1.3)から
∂p′

∂x
=

∂p

∂x
=

(
dp

dρ

)

0

∂ρ

∂x
=

(
dp

dρ

)

0

∂ρ′

∂x

となるため，これを式 (1.7)に୅入すれば
∂u′

∂t
= − 1

ρ0

(
dp

dρ

)

0

∂ρ′

∂x

となり，この式と式 (1.6)から ρ′ をফڈすれば

∂2u′

∂t2
=

(
dp

dρ

)

0

∂2u′

∂x2
(1.8)
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∂x

となり，この式と式 (1.6)から ρ′ をফڈすれば

∂2u′

∂t2
=

(
dp

dρ

)

0

∂2u′

∂x2
(1.8)

がಘられます．ಉ༷に u′ をফڈすれば
∂2ρ′

∂t2
=

(
dp

dρ

)

0

∂2ρ′

∂x2
(1.9)

がಘられます．
式 (1.8)，(1.9)はどちらもಉ͡波ಈํఔࣜであり，一ൠ解

u′ (または ρ′) = f(x− at) + g(x+ at) (1.10)

をもͭことは，これをもとの方程式に୅入することにより簡単に֬かめられま
す．ただし，f，g は೚ҙの関数であり，また

a =

√(
dp

dρ

)

0

(1.11)

はҎԼにࣔすように，音の伝わる速さ（音଎）をදします．ここでまず式 (1.10)

のӈลୈ 1߲ f(x− at)にͭいて考えてみます．この式に t = 0, 1, 2, · · · を୅
入すると

f(x), f(x− a), f(x− 2a), · · ·

というように関数 f(x)をॱに aずͭӈにฏ行Ҡ動した関数がಘられます．す
なわち，もとの関数がܗを変えずに単Ґ࣌ؒのؒに aずͭӈにずれていくこと
をࣔしています（ਤ র）．したがって，この߲は速さࢀ1.1 aで xのਖ਼方向に
伝わる೾をදしています．ಉ༷にୈ 2߲は速さ aで xのෛ方向に伝わる೾をද
します．したがって，aは密度変動が伝わる速さ，すなわち音速になります．

ਤ 1.1 ೾動

流体がӷ体である場合には
dp

dρ
=

K

ρ
(1.12)

となります．ここで K はମੵ஄性཰でありਫの場合 2.1GPa 程度です．そこ
で，音速は常Թ，常圧でのਫの密度 999 kg/m3 を༻いて，式 (1.11) から໿
1450 m/sとなります．
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一方，அ೤มԽをする気体の場合には，式 (1.4)から

dp

dρ
=

γp

ρ

となるため，音速は
a =

√
γp

ρ
(1.13)

で与えられます．さらに，ཧ૝気体の場合には状態方程式

p = ρ
R

m
T

が੒りཱͭため
a =

√
γ
R

m
T =

√
γ(cp − cv)T (1.14)

となります．ただしɺϚイϠーの関係式 cp = cv + R/mを༻いていますɻこ
こで cp, cv はそれͧれఆ圧ൺ熱とఆੵൺ熱で

γ =
cp
cv

の関係があります．この式に γ = 1.4，R/m = 287.1 J/(kg ·K)，T = 287 K

を୅入すれば aは໿ 340 m/sとなります．

1.2 圧縮性ඇ೪性流ମͷఆৗ流れ
流体の圧縮性を考慮したとき，粘性および熱伝ಋ性が無視できる流れの基礎
方程式は熱ݯがない場合

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (1.15)

∂v

∂t
+∇

(
|v|2

2

)
+ ω × v = −1

ρ
∇p (1.16)

∂S

∂t
+ (v · ∇)S = 0 (1.17)
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∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (1.15)

∂v

∂t
+∇

(
|v|2

2

)
+ ω × v = −1

ρ
∇p (1.16)

∂S

∂t
+ (v · ∇)S = 0 (1.17)

となります．ここで，ωʹ∇×vでӔ度ɺまた S はΤϯτϩϐʔです．これら
は，それͧれ質量保存，運動量保存およびエネルギー保存の式をදしています．
式 (1.17)はҎԼのようにしてಋけます．まず，エネルギー保存式，すなわち

De

Dt
+

p

ρ
(∇ · v) = −1

ρ
∇ ·Θ+Φ+Q

において，粘性を無視するためࢄҳ関数 Φ は 0 です．また，熱ݯはないので
Q = 0です．さらに，連続の式から

1

ρ
∇ · v = − 1

ρ2
Dρ

Dt
=

D

Dt

(
1

ρ

)

がಘられます．これらを考慮すればエネルギー保存式は
De

dt
+ p

D

Dt

(
1

ρ

)
= −1

ρ
∇ ·Θ (1.18)

となります．一方，ܥの単Ґ質量あたりに流入する熱量を δq とすれば೤ྗֶ
ͷୈ 1๏ଇから

δq = de+ pd

(
1

ρ

)

となり*1，さらに೤ྗֶୈ 2๏ଇから

δq = TdS

となるため
TdS = de+ pd

(
1

ρ

)
(1.19)

が੒りཱちます．したがって，流体の運動にԊった変化に対して

T
DS

Dt
=

De

Dt
+ p

D

Dt

(
1

ρ

)
(1.20)

となります．この式を༻いれば，式 (1.18)は

T
DS

Dt
= −1

ρ
∇ ·Θ (1.21)

*1 単Ґ質量を考えているため，1/ρは体ੵに対Ԡします．したがって，この式は熱を与えたと
き（ࠨล），その熱は಺部エネルギーの૿加（Թ度্ঢ）（ӈลୈ 1߲）と֎圧に߅して๲ு
するときのࣄ࢓（ӈลୈ 2߲）に使われることをࣔしています．
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