
線形偏微分方程式
線形偏微分方程式の差分解法のもっとも基本的な事項については本シリーズ
２の「流体シミュレーションの基礎」で説明しました．しかし，線形偏微分方
程式は流体力学のみならず物理や工学の各分野で頻繁に現れる非常に重要な方
程式であるため，本章ではその差分解法について比較的詳しく解説することに
します．本章を読めば各種の数値解法のほか，なぜ差分格子の格子幅の選び方
に制限がつくのか，制限をなくすにはどのようにすればよいかなどについて理
解できます．

1.1 線形偏微分方程式の差分解法 1

本節と次節では応用上よく現れる 1階および 2階の線形偏微分方程式の差分
解法に対して，「流体シミュレーションの基礎」で述べなかったことを中心に
簡単にまとめておきます．なお，本質部分は変わらないため，主に 2つの独立
変数に対する線形偏微分方程式について話をすすめます．
1階線形偏微分方程式は，2独立変数（xと tとします）の場合，

D(x, t)
∂u

∂t
+ E(x, t)

∂u

∂x
+ F (x, t)u = G(x, t) (1.1)

という形をしています．たとえば，1次元移流方程式
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (1.2)

は式 (1.1)で，D = 1，E = c，F = G = 0とおいたものです．
次に 2階線形偏微分方程式は，2独立変数（xと tとします）の場合，

A(x, t)
∂2u

∂t2
+B(x, t)

∂2u

∂t∂x
+ C(x, t)

∂2u

∂x2

+D(x, t)
∂u

∂t
+ E(x, t)

∂u

∂x
+ F (x, t)u = G(x, t) (1.3)
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という形をしています．۩体ྫとしては，1࣍ݩ೾ಈ方程式

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 (1.4)

(A = 1, C = −c2, B = D = E = F = G = ೤ݩ方程式（1࣍ࢄ֦ݩ1࣍，(0
఻ಋ方程式）

a2
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= 0 (1.5)

(C = a2, D = −1, A = B = E = F = G = ϙΞιϯ方程式（;つݩ2࣍，(0
うは tのかわΓに y とهします）

∂2u

∂t2
+

∂2u

∂x2
= G(x, t) (1.6)

(A = C = 1, B = D = E = F = 0)があΓます．式 (1.3)は，܎数のؔ数 A，
B，C から B2 − 4AC をつくったとき，

B2 − 4AC > 0ならば૒ܕۂ

B2 − 4AC = 0ならば์物ܕ

B2 − 4AC < 0ならばପԁܕ

といいます．したがって，1次元೾ಈ方程式は૒1，ܕۂ次元֦ࢄ方程式は์
෺2，ܕ次元ϙΞιン方程式はପԁܕです．数値解法という໘からは，1階線
形微分方程式および 2階線形微分方程式の中で૒ܕۂと์物ܕはある程౓ྨࣅ
していますが，それらとପԁܕとはҟなっています．そこで，ऀޙについては
節を変えてٞ࿦します．また本質は変らないので，線形偏微分方程式の差分解
法に対する۩体ྫとして，1次元移流方程式，1次元֦ࢄ方程式，2次元֦ࢄ方
程式，2次元ϙΞιン方程式をとΓあ͛ることにします．

ʢ1ʣ1࣍ݩҠྲྀ方程式
本項では 1次元移流方程式のॳظ値໰୊

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (c > 0, −∞ < x < ∞) (1.7)

u(x, 0) = f(x) (1.8)
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∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (c > 0, −∞ < x < ∞) (1.7)

u(x, 0) = f(x) (1.8)

をऔΓ上͛ます．このॳظ値໰୊は差分法を用いるまでもなく，ີݫ解

u(x, t) = f(x− ct) (1.9)

をもつことはもとの໰୊に୅ೖすることによΓ֬かめられますが，差分法によ
る解法をࣔすためにྫとして用います．式 (1.9)はਤ 1.1にࣔすように，ॳظ
形ঢ়として u(x, 0) = f(x) をもった೾が形を変えずに଎͞ c で x のਖ਼方޲に
఻わっていくという解になっています．ここでは，ਤのようにྖҬのҰ部分に
．৚݅にとることにしますظԽした೾をॳࡏہ

ਤ 1.1 1次元移流方程式の解

差分法では解くべきྖҬを差分֨ࢠに分ׂして，微分を差分でஔき׵えて解
きます．ࠓのྫではྖҬはແ限ですが，ແ限۠ؒではࢉܭできないため，༗限
۠ؒでおきかえます．લ述のとおΓ，ີݫ解は଎͞ c で఻わる೾をදすため，
この೾がڥքに౸ୡするまでのؒはڥքにお͚る৚݅を՝͞ずに（۩体的には
քでڥ u = 0とします）解くことができます．
式 (1.7)を࣌ؒ方޲にલਐ差分，ۭؒ方޲にޙୀ差分を用いてۙࣅすれば

un+1
j − un

j

∆t
+ c

un
j − un

j−1

∆x
= 0 (1.10)

となΓます．ここで，ۭؒにޙୀ差分を用いたのは೾がࠨからӈに఻わると
いう解のੑ質をߟえたためです．すなわͪ，解はલ方のӨڹをड͚まͤΜ．式
(1.10)は

un+1
j = (1− r)un

j + run
j−1, r = c∆t/∆x (1.11)

とॻき׵えられます．この差分方程式のߏ଄をਤ 1.2にࣔします．
差分法で解をٻめるということは，ਤ 1.3 にࣔすようなྖҬ಺の各格子఺

にお͚る un
j の値をٻめるということであΓ，ॳظ৚݅が༩えられていると

いうことは，この௕方形ྖҬのԼのลでの u0
j の値がط஌ということです．そ

こで，ਤにࣔすように，u0
j の値から式 (1.11)（ਤ 1.2）を用いて u1

j の値が
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ਤ 1.2 式 (1.11)のߏ଄

ਤ 1.3 式 (1.11)による解のٻまΓ方

j = 1, 2, 3, · · · のॱにٻまΓ，ಉ༷に u2
j，u3

j の値がࢉܭできます．なお，ڥք
の値は（ӈのลࠨ） 0のままですが，これはॳظの値がڥքに౸ୡするまでは
੒Γ立ͪます．

˙҆ఆ解ੳ 差分方程式 (1.11)のಛ解として，

un
j = Gneiξj∆x (1.12)

をԾఆして，G をٻめてみます．たͩしɺGn は G の n ৐をҙຯします．こ
れは，もとの偏微分方程式のಛ解をٻめる場合に，ϑʔϦΤ੒分の形 u(x, t) =

g(t)eiξx をԾఆすることからのྨਪになっています．

un+1
j = GGneiξj∆x = Gun

j , un
j−1 = Gneiξj∆xe−iξ∆x = un

j e
−iξ∆x

に஫ҙすれば，式 (1.11)は

Gun
j = (1− r)un

j + re−iξ∆xun
j

となるため

G = 1− r + re−iξ∆x = 1− r + r(cos ξ∆x− i sin ξ∆x) (1.13)
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j , un
j−1 = Gneiξj∆xe−iξ∆x = un

j e
−iξ∆x

に஫ҙすれば，式 (1.11)は

Gun
j = (1− r)un

j + re−iξ∆xun
j

となるため

G = 1− r + re−iξ∆x = 1− r + r(cos ξ∆x− i sin ξ∆x) (1.13)

となΓます．したがって，これを式 (1.12) に୅ೖしたものが式 (1.11) のಛ解
です．
ここで，式 (1.12)から

|un
j | = |Gneiξj∆x| = |G|n

であるため，nの૿Ճとともに |un
j |が限Γなくେきくならないためには，

|G| ≤ 1 (1.14)

であるඞ要があΓます．これをϑΥϯɾϊΠϚϯの৚݅といいます．式 (1.13)

にこの৚݅（したがって |G|2 − 1 ≤ 0)をあてはめれば（θ = ξ∆xとおいて）

|G|2−1 = (1−r+r cos θ)2+r2 sin2 θ−1 = (1−r)2+2r(1−r) cos θ+r2−1

= 2r(1− r)(cos θ − 1) ≤ 0

となΓますが，cos θ ≤ 1および r = c∆t/∆x > 0をྀߟして，1− r ≥ 0がಘ
られます．すなわͪ，式 (1.11)によってҙຯのある解をಘるためには r ≤ 1で
あるඞ要があΓます．
物理的な࡯ߟから式 (1.7)のۭؒ微分をޙୀ差分でۙࣅしましたが，もしલ

ਐ差分でۙࣅすればどうなるかをࢼしてみます．このとき，ۙࣅ式は

un+1
j − un

j

∆t
+ c

un
j+1 − un

j

∆x
= 0

すなわͪ
un+1
j = (1 + r)un

j − run
j+1 (r = c∆t/∆x)

となΓます．そこで，ಛ解として式 (1.12)をԾఆして上式に୅ೖして Gをٻ
めれば

G = 1 + r − reiξ∆x = 1 + r − r cos θ − ir sin θ

となΓます．ここで θ が 0であるときをআき

|G|2 = (1 + r − r cos θ)2 + r2 sin2 θ = 1 + 2r(1 + r)(1− cos θ) > 1

であることに஫ҙすれば，このۙࣅ式を用いた場合，解のઈ対値は࣌ؒととも
に૿େします．すなわͪ，ۭؒ微分をલਐ差分でۙࣅする方法は࢖えないこと
がわかΓます．
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